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Аннотация.  В статье рассмотрена краевая задача типа Неймана для уравнения 

смешанного типа, которая является математической моделью околозвуковых и 

сверхзвуковых течений. В эллиптической и гиперболической областях решены 

вспомогательные задачи. В результате «склейки» решений этих задач на линии 

изменения типа, получено сингулярное интегральное уравнение. Из 

существования решения этого уравнения следует существование решения для 

обобщенного уравнения Трикоми. 
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Annotation.  In this paper we consider the problem of a Neumann-type boundary 

value problem for a mixed-type equation, which is a mathematical model of transonic 

and supersonic flows. The auxiliary problems are solved in the elliptic and hyperbolic 

domains. As a result of "gluing" the solutions of these problems on the line of type 

change, a singular integral equation is obtained. The existence of a solution of this 

equation implies the existence of a solution for the generalized Tricomi equation. 
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Изучая физический процесс обтекания клина сверхзвуковым потоком 

газа, Ф.И. Франкль [1] обнаружил, что образуется зона дозвуковых скоростей, 

которая расположена перед клином и, в результате,  возникает новая краевая 

задача, для которой на некоторой части эллиптической границы Г имеет место 

дифференциальное соотношение 0,=),(),( yx uyxQuyxP +  где Р и Q – 

некоторые заданные функции. Вместо условия Неймана, также можно 

использовать краевое условие с наклонной производной.  

Рассмотрим уравнение Чаплыгина, являющегося уравнением смешанного 

типа  

 0,=)(= yyxx uuyKLu +  (1) 

где 0>)(yyK  при 0≠y в области D , в полуплоскости 0>y  ограниченной 

кривой Γ   с концами в точках (0,0)A  и (1,0),B  длины l , а при 0<y

характеристиками 1γ  и 2γ  уравнения (1):  
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Обозначим точку пересечения характеристик 1γ  и ,2γ  как )(1/2, CyC . 



Кроме того, введем обозначения для эллиптической и гиперболической 

областей 0}>{= yDD ∩+ , 0}.<{= yDD ∩−  Для уравнения (1) в области D  

сформулируем задачу типа Неймана [2-5].  

Задача типа Неймана. Найти решение ),( yxu  уравнения (1) 

удовлетворяющее условиям:  
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+− ∪∩∩∈ DDCDCDCyxu  (2) 
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где s   длина дуги кривой Γ , отсчитываемая против часовой стрелки от точки 

,B  а ϕ  и ψ  − заданные функции. В точках A  и B  производные ,xu  yu  могут 

обращаться в бесконечность порядка ниже .21 β−  

Пусть 0,>=,||=)( constmysgnyyK m⋅  а )(=),(= syysxx  − 

параметрические уравнения кривой .Γ  Пусть кривая Γ  также удовлетворяет 

следующим условиям [1] ( условия(Б)): 

1) функции )(=),(= syysxx  на сегменте ][0, l  имеют непрерывные 

производные )(sx′  и ),(sy′  такие, что 0)(')(' 22 ≠+ sysy ; производные )(sx ′′  и 

)(sy ′′  удовлетворяют условию Гельдера на ];[0, l  

2) в окрестностях точек A  и B  выполняется условие ортогонального 

подхода кривой  Γ  к оси абсцисс 
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Докажем существование решения задачи (1) − (4) в приведенном выше 

случае. Предварительно, в гиперболической  области, рассмотрим задачу типа 

Дарбу, а в эллиптической задачу Неймана.  

 Задача типа Дарбу (Задача D ). Найти в области −D  решение ),,( yxu  

уравнения (1), удовлетворяющее следующим условиям:  
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−−− ∩∪∩∈ DCABDCDCyxu ; 
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Так как в краевом условие содержатся только производные функции, то 

решение задачи не может быть единственным. Если положить 0=(0,0)u  , то 

разрешимость поставленной задачи будет однозначной.  Тогда решение задачи 

типа Дарбу в характеристических координатах будет имееть вид [1, с. 183]  
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где ),;(0, ηξtB  – функция Римана-Адамара задачи Дарбу [1, c. 119],  
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В формуле (5) полагая ,== xξη  получим первое функциональное 

соотношение между )(xτ  и :)(xν   
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 Задача .DN  Найти в области +D  решение ),( yxu  уравнения (1), 

удовлетворяющее условиям:  

 );()( 2
++ ∩∈ DCDCu

 1.0),(=,0)(;0),(=|][ ≤≤≤≤Γ xxxulssus τϕδ  

   Лемма 1.1 Пусть функции [0,1])( Cx ∈τ , а .][0,)( lCs ∈ϕ  Тогда 

существует единственное решение задачи DN  и оно определяется формулой  

 






−








+
+−

−+

∫
β

2

2
2

1

0
1 2)(

4)(=),(
m

yxtkyxu
m

 



 ( ) ++















+

−
+−+ ∫

−+

dttyxtHdtt
m

yttxxt
m

)(),,0;()(
2)(

1)4(22
1

0
2

22
2 ττ

β

 

 ,)(),;,(
0

dssyxG
l

ϕηξ∫+  (7) 

где ),;,(),,;,( yxGyxH ηξηξ  определены в работе [1, c. 83], а −)(sω  решение 

интегрального уравнения 
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где )(⋅F  − гипергеометрическая функция Гаусса. 

Дифференцируя равенство (7) по y и, полагая ,0=y  получим второе 

соотношение между )(xτ  и :)(xν  
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Проблема существования решения задачи типа Неймана будет 

равносильна вопросу о разрешимости системы уравнений (6) и (10). Исключая

)(xτ  из этих уравнений получим сингулярное интегральное уравнение 
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В результате регуляризации сингулярного уравнения (11), в силу [1, c. 46-

49] получим эквивалентное уравнение Фредгольма второго рода, чью 

разрешимость необходимо установить.  
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Для разрешимости уравнения (11) необходимо установить оценки ядра и 

правой части. Результаты оценок приведены ниже. 

   Утверждение 1. 2Пусть ),()(1=)( 01 xxxx ba ψψ −− −  где 

(0,1),[0,1])( 2
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     Лемма 2. 3 Если решение интегрального уравнения (12) имеет вид 

0),>0,>>/2)(()(1=)( 0 γαωω αγ mssss −  где )(0 sω  непрерывна в малых 

окрестностях точек A  и ,B  то )(xΦ  бесконечно дифференцируема при (0,1)∈x  

и в окрестностях точек A  и B  может обращаться в бесконечность порядка не 
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Тогда справедливо представление 
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На основании приведенных выше лемм сформулируем заключительную 

теорему.   

Теорема. Пусть выполнены условия, приведенные в лемме 3. Тогда 
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решение задачи типа Неймана существует.   
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