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Аннотация.  

Задачи многокритериальной оптимизации в большинстве случаев являются 

неустойчивыми. Традиционный метод регуляризации не позволяет во многих 

случаях получить устойчивую задачу. В работе предлагается пример решения 

неустойчивой задачи с учетом предпочтений лица принимающего решения. 
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 Будем рассматривать следующую задачу: 
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заданы М критериев оптимальности u𝑖𝑖(x), i = 1, M , x ∈ X ⊂ RN, множество X - 

ограничено  и замкнуто; предполагается, что функции u𝑖𝑖(x) непрерывны на X. 

Для определенности будем полагать, что все критерии максимизированные. 

ЛПР (лицо принимающее решение) осуществляет выбор лучшего варианта из 

множества недоминируемых [1], [4].  

ЛПР имеет непротиворечивую систему предпочтений [4], выбор варианта 

осуществляется в процессе человеко-машинной процедуры. ЛПР задает 

желаемый вариант, компьютер решает оптимизационную задачу и выдает ЛПР 

недоминируемый вариант, ближайший, в некотором смысле, к желаемому. 

Далее ЛПР исследует полученный вариант и задает новый желаемый вариант. 

Процедура повторяется до тех пор, пока ЛПР не получит лучший, с его точки 

зрения, недоминируемый вариант.  

В реальных задачах варианты в пространстве критериев ε-неразличимы. 

Это означает, что, если для двух вариантов u1 и u2 выполнено неравенство           

|ui1 − ui2|  <  ℇi , i = 1, M , для некоторого заданного вектора ε ∈ R𝑀𝑀, ε≥0,  то 

варианты u1 и  u2 - неразличимы (эквивалентны для ЛПР). Два варианта u1 и  

u2 различимы ЛПР, если для некоторого i выполнено            |ui1 − ui2|  >  ℇi . В 

силу непрерывности функций u𝑖𝑖(x), ε-различимости и  ограниченности 

множества X можно утверждать, что ЛПР достаточно рассмотреть конечное 

число вариантов. 

 Структура доминирования в пространстве критериев может быть задана с 

помощью конуса [1], [3] 

  Λ = {𝑢𝑢|(𝑢𝑢, 𝐻𝐻𝑖𝑖 ) ≥ 0, 𝐻𝐻𝑖𝑖 ∈𝑅𝑅𝑀𝑀 , i = 1, 𝐿𝐿}.                                               (1) 

 При этом, если для двух вариантов u1 и u2,  u1 ≠ u2 , выполнено включение  

 u1-u2 ∈Λ, то говорят, что вариант u2 доминирует u1. 
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 Пример 1. Пусть u∈ 𝑅𝑅2, 𝐻𝐻1 = 0
1
 
 
 

, 𝐻𝐻2 = 1
0
 
 
 

, тогда Λ=𝑅𝑅+, в данном 

случае конусом доминирования является весь положительный ортант, включая 

соответствующие части осей координат. Для любого замкнутого множества U, 

множеством недоминируемых вариантов является множество Парето-

оптимальных вариантов. 

 В работе [2] показано, что любой недоминируемый вариант можно 

получить как решение соответствующей задачи математического 

программирования 

           𝑡𝑡 → 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥 

 (𝑢𝑢(𝑥𝑥 ) − (𝐸𝐸𝑡𝑡 + 𝑃𝑃 ), 𝐻𝐻𝑖𝑖 )≥ 0, 𝑖𝑖 = 1, 𝐿𝐿�����                                                       (2) 

         𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 ⊂𝑅𝑅𝑁𝑁                                                                                                   
 

Однако данная задача является неустойчивой. В работе [3] приводится метод 

квазирегуляризации для решения таких задач. 

 Пример 2. Задано множество 

          2
1 2 1 2{ | 2, 0, 0}U u R u u u u= ∈ + ≤ ≥ ≥ .  

Заданы вектора 1 2

1 1
,

0 1
H H   

= =   
   

, задающие конус доминирования, тогда 

множеством недоминируемых решений является отрезок [𝑀𝑀1,𝑀𝑀2], где  

1 20 2
,

2 0
M M   

= =   
   

. В данной задаче использовать формулу (2) нельзя, поскольку 

при этом получаем некорректную задачу со множеством решений на всём 

отрезке  [𝑀𝑀1,𝑀𝑀2]. Для данной задачи можно использовать метод регуляризации 

[4], введя регуляризирующую функцию 

    ( ( )) ( ) ( ( )),N u x x V u xϕ α α= − >0, *( ( )) || ( ) ||V u x u x u= − , 
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где  *u -желаемый вариант, заданный ЛПР. 

 В общем случае множество U(x) может быть невыпуклым. ЛПР исследует 

множество допустимых значений в процессе человеко-машинной процедуры, 

задавая желаемые варианты. На каждом шаге решение, выдаваемое 

компьютером может значительно отличаться от предыдущего. Процедура 

поиска оптимального решения не является устойчивой. Но если предположить, 

что для любых двух ε-различимых вариантов допустимого множества ЛПР 

может сказать какой лучше, и, на каждом шаге использовать 

регуляризирующую функцию, то за конечное число шагов можно выбрать 

оптимальное решение. Процесс использования регуляризирующей функции на 

каждом шаге ЧМ процедуры называется квазирегуляризацией [3]. Исследовать 

все возможные варианты за данное время ЛПР, как правило, не может. 

Выделение недоминируемых вариантов может значительно сократить время 

выбора наилучшего варианта, причем, чем уже множество недоминируемых 

вариантов, тем меньше время выбора. Поскольку понятие Λ-оптимальности 

включает в себя понятие оптимальности по Парето, то для конусов 

доминирования Λ при выполнении условия 𝑅𝑅+ ⊂ 𝛬𝛬   множество Парето-

оптимальных вариантов включает в себя множество Λ-оптимальных вариантов. 

 Пример 3. Для выпуска двух видов продукции используется два 

вида ресурсов. Известны 
1 3
2 2

A  
=  
 

 – матрица норм расхода сырья, ( )2;1Q =  – 

стоимость ресурсов, ( )6;9P =  – цена реализации продукции, заданы 

ограничения на план производства. Найти план производства, 

максимизирующий одновременно выручку и прибыль. 
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Р е ш е н и е .  Если 1

2

x
X

x
 

=  
 

 – план производства, то стоимость ресурсов 

1 24 8QAX x x= + , выручка 1 1 26 9u PX x x= = + , прибыль 2 1 22u PX QAX x x= − = + . 

Запишем ограничения на план производства и получим задачу: 

1 1 2

2 1 2

1 2

1

2

1 2

6 9 max,
2 max,

5,
3,
3,
0, 0.

u x x
u x x
x x
x
x
x x

= + →
 = + →
 + ≤
 ≤
 ≤


≥ ≥

 

В данной задаче множество допустимых значений есть выпуклый 

пятиугольник Y с вершинами: О=(0;0)Т, А=(0;3)Т, B=(2;3)Т, C=(3;2)Т, D=(3;0)Т. 

Введем линейное преобразование ( ) ( )( ) 2 2
1 2, :u u x u x R R= → , определенное 

критериями 1u  и 2u   

( )
( )
( )

1 1 2 1

1 2 22

6 9 6 9
2 12

u x x x x
u x

x x xu x

  +    
= = =        +      

. 

При этом образом множества Y будет пятиугольник с вершинами: 

 ( ) ( )0;0 Tu O = ,  ( ) ( )27;3 Tu A = ,  ( ) ( )39;7 Tu B = ,  ( ) ( )36;8 Tu C = ,  ( ) ( )18;6 Tu D = .  

 Известно, что в данной задаче относительный вес второго критерия 

может меняться от 1 до 4, что отвечает векторам [1]  

1

1
4

H  
=  
 

, 𝐻𝐻2 = 1
1
 
 
 

, 

и соответствующему конусу доминирования Λ по формуле (1). Множеством 

недоминируемых вариантов является целый отрезок [u(B),u(C)]. Для того, 

чтобы выбрать единственный ответ, ЛПР задает желаемый вариант:  * 38
9

u  
=  
 

. 
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Запишем уравнение прямой, проходящей через точки u(B) и u(C): 

                 1 236 8
3 1

u u− −
=

−
, 

которое можно переписать в виде: 

  1 23 60u u+ = .                                                                           (3) 

Здесь числа 1 и 3 являются координатами вектора нормали. Теперь можно 

записать уравнение нормали к данной прямой, проходящей через точку *u  

  1 238 9
1 3

u u− −
= . 

что эквивалентно уравнению: 

  1 23 105u u− = .                                                                           (4) 

Пересечение прямых (3) и (4) дает недоминируемую точку 
37.5
7.5оптu  

=  
 

, 

ближайшую к *u . Найдем теперь оптx  как прообраз оптимальной точки  

  ( )
1

1 6 9 37.5 2.5
2 1 7.5 2.5опт оптx u u

−
−     

= = =    
     

. 

 В реальных задачах оптu  и оптx  находятся как решения задачи 

математического программирования на каждом шаге человеко-машинной 

процедуры. Введение регуляризирующей функции [5] во многих случаях не 

делает задачу устойчивой, но сокращает количество обращений к ЛПР и тем 

самым сокращает время выбора наилучшего варианта. 
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