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Аннотация 

Дается оценка качества имитационного моделирования объектов  управления 

в эргатической системе, описываемой системой обыкновенных 

дифференциальных уравнений в нормальной форме Коши. Производится 

выбор шага интегрирования уравнений движения при различных параметрах 

запаздывания. Результаты прошли практическую апробацию. 
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Annotation. An assessment is made of the quality of simulation modeling of 

control objects in an ergatic system described by a system of ordinary differential 

equations in the Cauchy normal form. The choice of the integration step of the 

equations of motion for various parameters of the delay is made. The results have 

been tested in practice. 

Keywords: ergatic systems, simulation modeling, numerical integration, delay, 

evaluation of dynamic characteristics. 
 

  Дадим сравнительную оценку функционирования двух эргатических 

систем 

( ) ( ) ( )tButAxtx += : 

- ( ) ( )tPxtu =   (без запаздывания); 

- ( ) ( )τ−= tPxtu  (с запаздыванием, τ -параметр запаздывания). 

С точностью до 2τ будем иметь: 

( ) ( ) ( ) ( ) 01 , xtxtxAtxtx ≡−+−= τττ    при 0≤−τt ,    

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 01 , xtytyBtAytyty ≡−−++−= ττττ   при 0≤−τt .                               

Для малых τ  существуют операторы ( ) 1
1

−− AE τ  и ( ) 1−− AE τ . Так что 

справедливо: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
1

1 , xtxtxAEtx ≡−−−= − τττ     при 0tt ≤−τ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 01
1 , xtytyBEAEty ≡−−+−= − ττττ     при 0tt ≤−τ . 

Имеем:  

( ) 1,01 ≥−= − kxAEx k
k τ ; 

( ) ( ),, kkkk tyytxx
∆∆

==  τkttk += 0 ; 

,, 01010101 xxxAxAxx −=+= ττ   

( )( ) 101001001 xxAxtyBAyyy =+=−++= τττ ; 

., 1100 yxyx ==  
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При аппроксимации резольвент и операторов, стоящих в правых частях 

для kx  и ky , до 2τ получим: 

( ) ( )
=

+
++=−= −

0110100 2
1 xτAτAkkxkττxxτAEx k

k  

( ) ( ) ( ),xxτAkkxxkx 011010 2
1

−
+

+−+=  

( ) ( )[ ] [ ] ( )[ ] =++=⋅++=+−= −

0101101
1 xτAτAEExτAτAτAExτBEτAEy kkk

k  

( )( ) ( )( ) .xAττAEkkxxτAEkx 0
2

1
22

010 2
1

+
+

+−++=  

Так что 

( ) ( ) ( )( ) ( )0101010 2
1 xxkBPxxBPAkkxxkxyk −+−+

+
+−+= ττ ; 

( )01 xxkBPyx kk −=− τ    при 2≥k ; 

( ) 0
2 xBPAkBPyx kk +=− τ    при 2≥k . 

Далее. При шаге интегрирования τ  метод Эйлера дает: 

( ) ( ) ,, 0101001 xBAxyxBAxx ++=++= ττ  

( ) ( ),, 011121112 xBAxxyxBAxx ++=++= ττ  

( ) ( ),, 112232123 xBAyyyxBAxx ++=++= ττ  

( )., 0112211 xxByxyx −=−= τ  

Из 

         ( ) ( ) ( ) ( )( ),, 011011121011
2

22 xxAxxBxxBxxAByxA −+−=−−=− τττττ  

( ) ( ) ( ),121222233 xxByxAyxyx −+−+−=− ττ  

следует 

( ) ( )2
01133 02 τxxτByx +−=− ; 

( ) ( ) ( )( ) .11 0
2

011 xBPAkBPxxBkyx kk +−=−−=− ττ  

При малых значениях k  - ( )1−k  получим лишь незначительную 

разницу в оценках (связано с характером аппроксимации решения). 
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Можно получить и более точные оценки при аппроксимации решения 

на каждом шаге в виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )32
1

2

1 0
2

τtxAτtxτAτtxtx +++−=  . 

Имеем 

( ) ( ) ( ) ( )( )+−++−= τττ tyBtAytyty 1  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ).02
2

3
111

2

τττττ
+−+−+−++ tyBtAyBtyBtAyA  

Вычисления усложняются, результат практически не изменился.  

При относительно малых значениях запаздывания в методе Эйлера за 

шаг интегрирования можно принять mτδ = : 

( ) ( ) ,,, 001101010011 xxBAyxxxAxxBAx ++=−=++= δδδ ( 11 yx = ). 

Из  ( ) ,0xty k ≡−τ  mk ≤  следует: 

( ) ,111 −− ++= kkk xBAxx δ  .0111 xBAyyy kkk δδ ++= −−  

Для mk ≤ : 

( )01122 xxδByx −=− , 

( ) ( ) =−+−+−=− 021222233 xxδByxδAyxyx  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0211

2
021011 020 δxxxδBδxxδBxxδB +−+=+−+−= , 

( ) ( ) ( ),02 2
032110313344 δxxxxδBxxδByxyx +−++=−+−=−  

( )( ) ( ) .,01... 2
01211 mkxkxxxByx kkk ≤+−−+++=− − δδ  

Легко показать: 

( ) ( ) ( ).
2

11 010

1

1
xxkkxkx

k

j
j −

−
+−=∑

=

=

 

Справедливо: 

( ) ( ) .,
2

1
0

2 mkxBPABPkkyx kk ≤+
−

=− δ  

Получим оценки и при mk > .  Так, например, при 1+= mk : 

( ) ,11 xyty k ==−τ  
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( ) ( ) =−+−+−=− ++ 1111 xxδByxδAyxyx mmmmmmm  

( ) ( ) ( ) ( )( )10101
2

011 0
2

1 xxxmxδBδxxδBmm
−−+++−

−
= = 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )01011 2
11

2
1 xxδBPmmxxδBmmm

−
+

≈−





 −+

−
= . 

А при 11 −≤< mj   будем иметь: 

( ) ( )=−+−+−=− +++++++++ jjmjmjmjmjmjmjm yxByxAyxyx 111 δδ  

( ) ( ).
2

1
01 xxBPjmmm

−





 +

−
= δ  

Результаты оценки апробировались при настройке параметров объекта 

эргатической системы с учетом процессов формирования реакций оператора 

[1…5]. 
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