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Аннотация 

В работе изучаются алгебры Гекке группы диэдра с точки зрения выполнения в 

них полиномиальных тождеств. Алгебры Гекке произвольных групп Кокстера и 

групп диэдра, в частности, представляет собой важный объект теории представ-

лений.  Мы рассматриваем наиболее простой случай алгебры Гекке 𝐻𝐻𝑛𝑛 для 

группы диэдра, состоящей из 𝑛𝑛 элементов (включая случай 𝑛𝑛 = ∞). Уже этот 

частный случай играет решающую роль при доказательстве категорификацион-

ной теоремы для алгебр Гекке. С другой стороны, алгебры 𝐻𝐻𝑛𝑛 интенсивно изу-
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чались с точки зрения изоморфизма с групповыми алгебрами, структурной тео-

рии и полиномиальных тождеств. В частности, авторами этой статьи было дока-

зано, что любая алгебра 𝐻𝐻𝑛𝑛 удовлетворяет стандартному тождеству степени 4. В 

данной статье доказывается, что некоторый свободный подмодуль алгебры 𝐻𝐻𝑛𝑛 

ранга [(𝑛𝑛 − 2)/4] + 2 удовлетворяет стандартному тождеству степени 3. 

Ключевые слова: Группа Кокстера, группа диэдра, алгебра Гекке, полиноми-

альное тождество, стандартное тождество. 
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Abstract 

In this article, we study the Hecke algebras of the dihedral group from the polynomial 

identity point of view. The Hecke algebras of arbitrary Coxeter groups and dihedral 

groups in particular are important objects in the representation theory. We consider 

the simplest case of the Hecke algebra 𝐻𝐻𝑛𝑛 for the dihedral group consisting of 𝑛𝑛 ele-

ments (including the case 𝑛𝑛 = ∞). Even this particular case plays a decisive role in 

the proof of the categorification theorem for the Hecke algebras. On the other hand, 

the algebras 𝐻𝐻𝑛𝑛 have been intensively studied from the point of view of the isomor-

phism with the group algebras, the structure theory, and the polynomial identities. In 

particular, the authors of this article proved that any algebra 𝐻𝐻𝑛𝑛 satisfies the standard 

identity of order 4. In this article, we prove that some free submodule of 𝐻𝐻𝑛𝑛 of rank 

[(𝑛𝑛 − 2)/4] + 2  satisfies the standard identity of order 3. 

Keywords: Coxeter group, Dihedral group, Hecke algebra, polynomial identity, 

standard identity. 

1. Введение 

Для каждого чётного натурального числа 𝑛𝑛 через 𝐷𝐷𝑛𝑛 обозначим группу диэдра, 
состоящую из 𝑛𝑛 элементов. Кроме того, мы будем рассматривать счётную бес-
конечную группу диэдра 𝐷𝐷∞. Эти группы имеют следующие представления 
через порождающие и соотношения 

𝐷𝐷𝑛𝑛 = ⟨𝑠𝑠, 𝑡𝑡 | 𝑠𝑠2 = 𝑡𝑡2 = 1, (𝑠𝑠𝑡𝑡)𝑛𝑛/2 = 1⟩, 

для конечного 𝑛𝑛 и 

𝐷𝐷∞ = ⟨𝑠𝑠, 𝑡𝑡 | 𝑠𝑠2 = 𝑡𝑡2 = 1⟩. 

Такое определение доказывает, что любая группа 𝐷𝐷𝑛𝑛 является группой Коксте-
ра. Поэтому мы можем рассмотреть алгебру Гекке этой группы: 

𝐻𝐻𝑛𝑛 = ⨁
𝑥𝑥∈𝐷𝐷𝑛𝑛

ℤ[𝑣𝑣, 𝑣𝑣−1]𝑇𝑇𝑥𝑥 . 
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Чтобы задать на этом свободном ℤ[𝑣𝑣, 𝑣𝑣−1]-модуле структуру ассоциативного 
кольца, достаточно определить правило умножения для базисных элементов 𝑇𝑇𝑥𝑥. 
Это правило имеет следующий вид: 

• 𝑇𝑇𝑥𝑥2 = 𝑣𝑣−2𝑇𝑇𝑒𝑒 + (𝑣𝑣−2 − 1)𝑇𝑇𝑥𝑥, если ℓ(𝑥𝑥) = 1; 
 

• 𝑇𝑇𝑥𝑥𝑇𝑇𝑦𝑦 = 𝑇𝑇𝑥𝑥𝑦𝑦, если ℓ(𝑥𝑥) + ℓ(𝑦𝑦) = ℓ(𝑥𝑥𝑦𝑦). 

Здесь и далее ℓ(𝑥𝑥) равно количеству порождающих 𝑠𝑠 и 𝑡𝑡 в любом приведённом 
представлении (то есть минимальной возможной длинны) элемента 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷𝑛𝑛. Это 
число называется длинной элемента 𝑥𝑥. 

Алгебры Гекке групп диэдра важны при исследовании алгебр Гекке произволь-
ных групп Кокстера. Например, В. Зёргель рассматривал частный случай груп-
пы диэдра в своём доказательстве теоремы категорификации для алгебр Гекке с 
помощью бимодулей над кольцами многочленов, см. [4, §4]. С другой стороны, 
алгебры Гекке групп диэдра интересны сами по себе [2], [3]. 

Мы рассматриваем в этой статье алгебры Гекке 𝐻𝐻𝑛𝑛 с точки зрения колец с по-
линомиальными тождествами. Более точно, пусть 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑚𝑚) — целочислен-
ный многочлен от некоммутирующих переменных 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑚𝑚. Для произвольных 
элементов 𝑟𝑟1, … , 𝑟𝑟𝑚𝑚 ∈ 𝑅𝑅 результат действия подстановки 𝑥𝑥1 ↦ 𝑟𝑟1,…, 𝑥𝑥𝑚𝑚 ↦ 𝑟𝑟𝑚𝑚 на 
этот многочлен обозначается через 𝑓𝑓(𝑟𝑟1, … , 𝑟𝑟𝑚𝑚). Подмножество 𝑆𝑆 кольца 𝑅𝑅 удо-
влетворяет тождеству 𝑓𝑓 ≡ 0, если 𝑓𝑓(𝑠𝑠1, … , 𝑠𝑠𝑚𝑚) = 0 для любых 𝑠𝑠1, … , 𝑠𝑠𝑚𝑚 ∈ 𝑆𝑆. 

В качестве основного примера полиномиальных тождеств мы рассмотрим 
стандартное тождество порядка 𝑚𝑚: 

St𝑚𝑚(𝑥𝑥1,⋯ , 𝑥𝑥𝑚𝑚) = � sgn
𝜎𝜎∈𝑆𝑆𝑚𝑚

𝜎𝜎𝑥𝑥𝜎𝜎(1) ⋯𝑥𝑥𝜎𝜎(𝑚𝑚), 

где 𝑆𝑆𝑚𝑚 — симметрическая группа порядка 𝑚𝑚, а sgn: 𝑆𝑆𝑚𝑚 → {−1,1} — функция 
знака. 

В статье [1] авторами было доказано, что любая алгебра Гекке 𝐻𝐻𝑛𝑛 удовлетворяет 
тождеству St4 ≡ 0. При этом возникает гипотеза, что достаточно большая часть 
этой алгебры может удовлетворять стандартным тождествам меньшего порядка. 
В связи с нею мы определяем подмодуль 

𝐻𝐻𝑛𝑛
𝑦𝑦 = ℤ[𝑣𝑣, 𝑣𝑣−1]𝑇𝑇𝑒𝑒   ⊕    ⊕

𝑥𝑥∈𝐷𝐷𝑛𝑛,ℓ(𝑥𝑥)нечётная
ℓ(𝑦𝑦𝑥𝑥)<ℓ(𝑥𝑥)

ℤ[𝑣𝑣, 𝑣𝑣−1]𝑇𝑇𝑥𝑥 
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алгебры 𝐻𝐻𝑛𝑛 для 𝑦𝑦 = 𝑠𝑠 или 𝑦𝑦 = 𝑡𝑡. Его ранг равен [(𝑛𝑛 − 2)/4] + 2. Основной це-
лью этой статьи является доказательство следующего утверждения. 

Теорема 1.  Подмодуль 𝐻𝐻𝑛𝑛
𝑦𝑦 удовлетворяет тождеству St3 ≡ 0. 

Статья организована следующим образом. Леммы 1 и 2 и следствие 3 устанав-
ливают коммутационные соотношения между порождающей 𝑇𝑇𝑠𝑠 и следующими 
элементами алгебры 𝐻𝐻𝑛𝑛: 

𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 = 𝑇𝑇𝑠𝑠t𝑠𝑠𝑠𝑠⋯ , 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 = 𝑇𝑇𝑠𝑠s𝑠𝑠𝑠𝑠⋯, 
где произведения 𝑠𝑠t𝑠𝑠𝑡𝑡⋯ и 𝑡𝑡𝑠𝑠𝑡𝑡𝑠𝑠⋯ содержат 𝑘𝑘 множителей. Затем мы доказываем 
теорему 1. 

 

2. Стандартное тождество порядка 3 
 

Для любого 𝑘𝑘 ≥ 2 мы получаем 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 = 𝑇𝑇𝑠𝑠𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘−1 и 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 = 𝑇𝑇𝑠𝑠𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘−1, а также 

𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 = �
𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘−1𝑇𝑇𝑠𝑠,  если 𝑘𝑘 нечётное
𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘−1𝑇𝑇𝑠𝑠,  если 𝑘𝑘 чётное  𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 = �

𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘−1𝑇𝑇𝑠𝑠 ,  если 𝑘𝑘 нечётное
𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘−1𝑇𝑇𝑠𝑠,  если 𝑘𝑘 чётное  

Мы будем использовать эти соотношения без дальнейшей ссылки на них. Так 
же мы будем использовать сокращения 𝛼𝛼 = 𝑣𝑣−2 и 𝛽𝛽 = 𝑣𝑣−2 − 1. 

Лемма 1.  Пусть 𝑘𝑘 и 𝑚𝑚 — нечётные числа такие, что 0 < 𝑘𝑘 < 𝑚𝑚. Тогда 
�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 ,𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚� = 𝛼𝛼𝑘𝑘�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−𝑘𝑘−1,𝑇𝑇𝑠𝑠�. 

Доказательство. Заметим, что 𝑚𝑚 ≥ 3 и докажем лемму индукцией по нечётно-
му 𝑘𝑘. Для 𝑘𝑘 = 1 мы получаем 

[𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚] = 𝑇𝑇𝑠𝑠2𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−1 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−1𝑇𝑇𝑠𝑠2 = (𝛼𝛼 𝑇𝑇𝑒𝑒 + 𝛽𝛽 𝑇𝑇𝑠𝑠)𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−1 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−1(𝛼𝛼 𝑇𝑇𝑒𝑒 + 𝛽𝛽 𝑇𝑇𝑠𝑠) =
= 𝛼𝛼�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−1 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−1� = 𝛼𝛼�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−2𝑇𝑇𝑠𝑠 − 𝑇𝑇𝑠𝑠𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−2� = 𝛼𝛼�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−2,𝑇𝑇𝑠𝑠�.

 

Теперь предположим, что 𝑚𝑚 > 𝑘𝑘 + 2 и что лемма доказана для 𝑘𝑘. Мы получаем 

�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+2,𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚� = 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+1𝑇𝑇𝑠𝑠2𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−1 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−1𝑇𝑇𝑠𝑠2𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+1 = 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+1(𝛼𝛼 𝑇𝑇𝑒𝑒 + 𝛽𝛽 𝑇𝑇𝑠𝑠)𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−1

−𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−1(𝛼𝛼 𝑇𝑇𝑒𝑒 + 𝛽𝛽 𝑇𝑇𝑠𝑠)𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+1 = 𝛼𝛼�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘𝑇𝑇𝑠𝑠2𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−2 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−2𝑇𝑇𝑠𝑠2𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘� =
= 𝛼𝛼�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘(𝛼𝛼 𝑇𝑇𝑒𝑒 + 𝛽𝛽 𝑇𝑇𝑠𝑠)𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−2 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−2(𝛼𝛼 𝑇𝑇𝑒𝑒 + 𝛽𝛽 𝑇𝑇𝑠𝑠)𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘� = 𝛼𝛼2�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−2 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−2𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘�

= 𝛼𝛼2�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘,𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−2� = 𝛼𝛼𝑘𝑘+2�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−𝑘𝑘−3,𝑇𝑇𝑠𝑠�.

  

 ◻ 
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Для любого ненулевого целого числа 𝑖𝑖 мы будем использовать следующее обо-
значение: 

𝜀𝜀𝑖𝑖 = �
𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑖𝑖 ,  если 𝑖𝑖 > 0;
𝑣𝑣−𝑖𝑖 𝑇𝑇𝑠𝑠,−𝑖𝑖 ,  если 𝑖𝑖 < 0.

. 

Лемма 2.  Пусть 𝑘𝑘 и 𝑚𝑚 — нечётные положительные числа. Тогда 

�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚,𝑇𝑇𝑠𝑠�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 = 𝑣𝑣−𝑘𝑘−𝑚𝑚−1𝜀𝜀𝑘𝑘−𝑚𝑚−1 + 𝛼𝛼
𝑘𝑘+𝑚𝑚
2 𝛽𝛽 � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑘𝑘+𝑚𝑚
2

𝑖𝑖=|𝑘𝑘−𝑚𝑚−1|
2 +12

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 − 𝑣𝑣−𝑘𝑘−𝑚𝑚−1𝜀𝜀𝑘𝑘+𝑚𝑚+1. 

Доказательство. Случай 1: k=m. Мы докажем требуемую формулу индукцией 
по 𝑘𝑘. Случай 𝑘𝑘 = 1 следует непосредственно из определяющих соотношений 
алгебры 𝐻𝐻𝑛𝑛. Теперь предположим, что лемма доказана для некоторого нечётно-
го 𝑘𝑘 > 0. Мы получаем 

[𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+2,𝑇𝑇𝑠𝑠]𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+2 = 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+2𝑇𝑇𝑠𝑠2𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+1 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+5 = 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+2(𝛼𝛼 𝑇𝑇𝑒𝑒 + 𝛽𝛽 𝑇𝑇𝑠𝑠)𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+1 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+5 =
= 𝛼𝛼𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+1𝑇𝑇𝑠𝑠2𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+4 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+5 = 𝛼𝛼𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+1(𝛼𝛼 𝑇𝑇𝑒𝑒 + 𝛽𝛽 𝑇𝑇𝑠𝑠)𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+4 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+5 =

= 𝛼𝛼2𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+1𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 + 𝛼𝛼𝛽𝛽𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+2 + 𝛽𝛽𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+4 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+5 = 𝛼𝛼2�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘,𝑇𝑇𝑠𝑠�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 + 𝛼𝛼2𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+1 +

+𝛼𝛼𝛽𝛽𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+2 + 𝛽𝛽𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+4 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+5 = 𝛼𝛼2 �𝛼𝛼𝑘𝑘𝑇𝑇𝑠𝑠 + 𝛼𝛼𝑘𝑘𝛽𝛽�𝛼𝛼−𝑖𝑖
𝑘𝑘

𝑖𝑖=1

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖� +

+𝛼𝛼𝛽𝛽𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+2 + 𝛽𝛽𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+4 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+5 = 𝛼𝛼𝑘𝑘+2𝑇𝑇𝑠𝑠 + 𝛼𝛼𝑘𝑘+2𝛽𝛽�𝛼𝛼−𝑖𝑖
𝑘𝑘+2

𝑖𝑖=1

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑘𝑘+5.

 

 

Случай 2: 𝑚𝑚 ≥ 𝑘𝑘. Зафиксируем 𝑘𝑘 и докажем лемму индукцией по нечётному 
𝑚𝑚 ≥ 𝑘𝑘. Случай 𝑚𝑚 = 𝑘𝑘 совпадает с уже рассмотренным случаем 1. Теперь пред-
положим, что лемма доказана для некоторого 𝑚𝑚 ≥ 𝑘𝑘. Тогда мы получаем 
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[𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚+2,𝑇𝑇𝑠𝑠]𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 = 𝑇𝑇𝑠𝑠𝑇𝑇𝑠𝑠�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚,𝑇𝑇𝑠𝑠�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 + 𝑇𝑇𝑠𝑠𝑇𝑇𝑠𝑠2𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚+𝑘𝑘+3 =

= 𝑇𝑇𝑠𝑠𝑇𝑇𝑠𝑠

⎝

⎛𝛼𝛼𝑘𝑘𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−𝑘𝑘+1 + 𝛼𝛼
𝑚𝑚+𝑘𝑘
2 𝛽𝛽 � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑚𝑚+𝑘𝑘
2

𝑖𝑖=𝑚𝑚−𝑘𝑘
2 +1

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚+𝑘𝑘+1

⎠

⎞ + 𝑇𝑇𝑠𝑠𝑇𝑇𝑠𝑠2𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚+𝑘𝑘 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚+𝑘𝑘+3 =

= 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−𝑘𝑘+3 + 𝛼𝛼
𝑚𝑚+𝑘𝑘
2 𝛽𝛽 � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑚𝑚+𝑘𝑘
2

𝑖𝑖=𝑚𝑚−𝑘𝑘2 +1

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖+2 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚+𝑘𝑘+3 =

= 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚−𝑘𝑘+3 + 𝛼𝛼
𝑚𝑚+2+𝑘𝑘

2 𝛽𝛽 � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑚𝑚+2+𝑘𝑘
2

𝑖𝑖=𝑚𝑚+2−𝑘𝑘2 +1

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚+𝑘𝑘+3.

 

Случай 3: 𝑚𝑚 < 𝑘𝑘. Зафиксируем 𝑚𝑚 и докажем лемму индукцией по нечётному 
𝑘𝑘 > 𝑚𝑚. Сначала рассмотрим случай 𝑘𝑘 = 𝑚𝑚 + 2. Согласно случаю 1, мы 
получаем 

[𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚,𝑇𝑇𝑠𝑠]𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚+2 = �𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚,𝑇𝑇𝑠𝑠�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚𝑇𝑇𝑠𝑠,2 = �𝛼𝛼𝑚𝑚𝑇𝑇𝑠𝑠 + 𝛼𝛼𝑚𝑚𝛽𝛽�𝛼𝛼−𝑖𝑖
𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑚𝑚+1� 𝑇𝑇𝑠𝑠,2 =

= 𝛼𝛼𝑚𝑚𝑇𝑇𝑠𝑠2𝑇𝑇𝑠𝑠 + 𝛼𝛼𝑚𝑚𝛽𝛽�𝛼𝛼−𝑖𝑖
𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖+2 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑚𝑚+3 =

= 𝛼𝛼𝑚𝑚(𝛼𝛼 𝑇𝑇𝑒𝑒 + 𝛽𝛽 𝑇𝑇𝑠𝑠)𝑇𝑇𝑠𝑠 + 𝛼𝛼𝑚𝑚𝛽𝛽�𝛼𝛼−𝑖𝑖
𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖+2 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑚𝑚+3 = 𝛼𝛼𝑚𝑚+1𝑇𝑇𝑠𝑠+𝛼𝛼𝑚𝑚𝛽𝛽 𝑇𝑇𝑠𝑠,2 +

+𝛼𝛼𝑚𝑚𝛽𝛽�𝛼𝛼−𝑖𝑖
𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

𝑇𝑇𝑠𝑠,2(𝑖𝑖+1) − 𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑚𝑚+3 = 𝛼𝛼𝑚𝑚+1𝑇𝑇𝑠𝑠 + 𝛼𝛼𝑚𝑚+1𝛽𝛽 � 𝛼𝛼−𝑖𝑖
𝑚𝑚+1

𝑖𝑖=1

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑚𝑚+3.

 

Теперь предположим, что лемма доказана для некоторого нечётного 𝑘𝑘 > 𝑚𝑚. Мы 
получаем 

�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚,𝑇𝑇𝑠𝑠�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+2 = �𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚,𝑇𝑇𝑠𝑠�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘𝑇𝑇𝑠𝑠,2 =

⎝

⎛𝛼𝛼𝑚𝑚+1𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘−𝑚𝑚−1 + 𝛼𝛼
𝑘𝑘+𝑚𝑚
2 𝛽𝛽 � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑘𝑘+𝑚𝑚
2

𝑖𝑖=𝑘𝑘−𝑚𝑚2

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘+𝑚𝑚+1

⎠

⎞𝑇𝑇𝑠𝑠,2

= 𝛼𝛼𝑚𝑚+1𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘−𝑚𝑚−1+2 + 𝛼𝛼
𝑘𝑘+𝑚𝑚
2 +1𝛽𝛽 � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑘𝑘+𝑚𝑚
2 +1

𝑖𝑖=𝑘𝑘−𝑚𝑚2 +1

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 − 𝑇𝑇𝑠𝑠,(𝑘𝑘+2)+𝑚𝑚+1.

 

 ◻ 
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Следствие 1.  Пусть 𝑘𝑘,𝑚𝑚, 𝑞𝑞 — положительные нечётные числа такие, что 𝑘𝑘 <
𝑚𝑚. Тогда 

�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘,𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑞𝑞 = 𝑣𝑣−𝑚𝑚−𝑘𝑘−𝑞𝑞𝜀𝜀𝑞𝑞−𝑚𝑚+𝑘𝑘 + 𝑣𝑣−𝑞𝑞−𝑚𝑚−𝑘𝑘+1𝛽𝛽 � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑞𝑞+𝑚𝑚−𝑘𝑘−1
2

𝑖𝑖=|𝑞𝑞−𝑚𝑚+𝑘𝑘|
2 +12

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 − 𝑣𝑣−𝑚𝑚−𝑘𝑘−𝑞𝑞𝜀𝜀𝑞𝑞+𝑚𝑚−𝑘𝑘. 

Доказательство. Результат следует из лемм 1 и 2. ◻ 

Доказательство теоремы 1. Так как для любого 𝑛𝑛 алгебра 𝐻𝐻𝑛𝑛
𝑦𝑦 является гомо-

морфным образом алгебры 𝐻𝐻∞
𝑦𝑦  и тождество St3 линейно по каждому аргументу, 

то без потери общности мы будем считать, что 𝑛𝑛 = ∞, 𝑦𝑦 = 𝑠𝑠, 𝑎𝑎 = 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘, 𝑏𝑏 =
𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚, 𝑐𝑐 = 𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑞𝑞. Из следствия 1, мы получаем 

St3(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = �𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘,𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑞𝑞 − �𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘,𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑞𝑞�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚 + �𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑚𝑚,𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑞𝑞�𝑇𝑇𝑠𝑠,𝑘𝑘

= 𝑣𝑣−𝑚𝑚−𝑘𝑘−𝑞𝑞𝜀𝜀𝑞𝑞−𝑚𝑚+𝑘𝑘 + 𝑣𝑣−𝑞𝑞−𝑚𝑚−𝑘𝑘+1𝛽𝛽 � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑞𝑞+𝑚𝑚−𝑘𝑘−1
2

𝑖𝑖=|𝑞𝑞−𝑚𝑚+𝑘𝑘|
2 +12

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 − 𝑣𝑣−𝑚𝑚−𝑘𝑘−𝑞𝑞𝜀𝜀𝑞𝑞+𝑚𝑚−𝑘𝑘

−

⎝

⎛𝑣𝑣−𝑚𝑚−𝑘𝑘−𝑞𝑞𝜀𝜀𝑚𝑚−𝑞𝑞+𝑘𝑘 + 𝑣𝑣−𝑞𝑞−𝑚𝑚−𝑘𝑘+1𝛽𝛽 � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑚𝑚+𝑞𝑞−𝑘𝑘−1
2

𝑖𝑖=|𝑚𝑚−𝑞𝑞+𝑘𝑘|
2 +12

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 − 𝑣𝑣−𝑚𝑚−𝑘𝑘−𝑞𝑞𝜀𝜀𝑚𝑚+𝑞𝑞−𝑘𝑘

⎠

⎞

+𝑣𝑣−𝑚𝑚−𝑘𝑘−𝑞𝑞𝜀𝜀𝑘𝑘−𝑞𝑞+𝑚𝑚 + 𝑣𝑣−𝑞𝑞−𝑚𝑚−𝑘𝑘+1𝛽𝛽 � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑘𝑘+𝑞𝑞−𝑚𝑚−1
2

𝑖𝑖=|𝑘𝑘−𝑞𝑞+𝑚𝑚|
2 +12

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 − 𝑣𝑣−𝑚𝑚−𝑘𝑘−𝑞𝑞𝜀𝜀𝑘𝑘+𝑞𝑞−𝑚𝑚 =

𝑣𝑣−𝑞𝑞−𝑚𝑚−𝑘𝑘+1𝛽𝛽

⎝

⎛− � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑚𝑚+𝑞𝑞−𝑘𝑘−1
2

𝑖𝑖=|𝑚𝑚−𝑞𝑞+𝑘𝑘|
2 +12

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 + � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑘𝑘+𝑞𝑞−𝑚𝑚
2 −12

𝑖𝑖=|𝑘𝑘−𝑞𝑞+𝑚𝑚|
2 +12

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 + � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑞𝑞+𝑚𝑚−𝑘𝑘−1
2

𝑖𝑖=𝑘𝑘+𝑞𝑞−𝑚𝑚2 +12

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖

⎠

⎞

 

= 𝑣𝑣−𝑞𝑞−𝑚𝑚−𝑘𝑘+1𝛽𝛽

⎝

⎛− � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑚𝑚+𝑞𝑞−𝑘𝑘−1
2

𝑖𝑖=|𝑚𝑚−𝑞𝑞+𝑘𝑘|
2 +12

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖 + � 𝛼𝛼−𝑖𝑖

𝑞𝑞+𝑚𝑚−𝑘𝑘−1
2

𝑖𝑖=|𝑘𝑘−𝑞𝑞+𝑚𝑚|
2 +12

𝑇𝑇𝑠𝑠,2𝑖𝑖

⎠

⎞ = 0. 

◻ 

 
3. Заключение 
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ЭЛЕКТРОННЫЙ НАУЧНЫЙ ЖУРНАЛ «ДНЕВНИК НАУКИ» 
Алгебры Гекке представляют собой важный класс ассоциативных алгебр. Важ-
но изучить их структурные свойства и выполнение в них полиномиальных тож-
деств, особенно в случае их не изоморфности групповым алгебрам. 
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